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El propsito de las notas es describir la fabricacon de malelos sencillos
que permiten realizar experimentos interesantes que ayudaaa comprender los
problemas de optimizacon utilizando pelculas de jato n.

Debido a la complejidad matematica que plantean los problenas de super-
cies y caminos mnimos, es muyutil pensar en explicarlos disenando prcticas
(cualitativas), es decir, hacer modelos muy descriptivoshgicos, sencillos, llama-
tivos y con los que se pueda jugar. Esto facilita la explicamn de los principios
kasicos.

El problema real consiste en disenar un experimento que fgione, sea muy
demostrativo, divertido y que sea de fcil elaboracon. Adenas de que sea muy
barato, que los materiales sean reciclados o materias prirsay que se pueda usar
mas de una vez.

Para cada caso (super cies mnimas y caminos mnimos) se ¢efo un proto-
tipo experimental que llena la mayora de las expectativasantes mencionadas,
pensado principalmente para pvenes de prefacultad y pemnas que no tienen
estudios superiores en matemnaticas o fsica, pero antes & describir la elabora-
con de los mismos, queda claro que ©lo son una sugerencfzra la elaboracon
de los experimentos. No son manuales.

En general se recomienda la fabricacon de los lidos plnicos, es decir,
el cubo, el tetraedro, el octaedro y el icosaedro para el casite la super cies
mnimas, mientras que para caminos mnimos se recomiendausar la imagina-
con o los polgonos regulares para colocacon de los wtices. Notese que, entre
mas aristas o \ertices contenga el modelo, se necesita deas trabajo, tiempo,
cuidado y paciencia para su elaboracon. No obstante en gesral las pelculas
formadas por estosultimos son las mas espectaculares ydimativas.

Los modelos pueden construirlos desde ninos de aproximadante 8 anos
(con supervison de un adulto) pero en general el texto est dirigido a pvenes
de nivel medio superior con el n de fomentar el intees por k ciencia.

Se considera que son de intees tanto para matenaticos y $icos como para
ingenieros, arquitectos, profesores, personas interesaslen artes phsticas etc.
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El captulo 1 contiene las explicaciones mas tcnicas p&o su lectura no es
necesaria para la realizacon de los experimentos.

El captulo 2 detalla la fabricacon de modelos para visualizar caminos mni-
mos. Estos son los modelos mas complicados.

El captulo 3 describe @mo hacer y observar burbujas en elplano.

El captulo 4 describe la fabricacon de modelos que permien visualizar
problemas de minimizacon en el espacio.

La lectura del Aendice se recomienda a los profesores.

Se agradece el apoyo ecnico de Ramiro Chavez y Ana Rerez Aeaga. Se
agradece la cooperacon de Jos Luis Rangel Lozada y de Calina Stern.
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Captulo 1

LA CIENCIA DE LAS
BURBUJAS

Antes de entrar en el fascinante mundo de las burbujas, es nesario conocer
un poco nas sobre el agua, ya que es lo primero que necesitamesi queremos
entender las burbujas.

1.1. LA F ISICA DE LAS BURBUJAS

El agua es una mokcula polar que est formada por dos volmenes de
hidogeno y uno de oxgeno. Polar signi ca que un lado de lamokcula es positivo
y el otro negativo.

Figura 1.1: Mokcula de agua

Las propiedades del agua pueden dividirse en dos tipos: prigulades fsicas
y propiedades qumicas.
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PROPIEDADES F ISICAS

El agua es un Iquido incoloro, inodoro e inspido. A preson atmosgrica,
es decir a 760 mm de mercurio, el punto de fusbn del agua puras de OC y
el punto de ebullicon es de 100C; cristaliza en forma hexagonal, llamandose
nieve o hielo. Se expande al congelarse entre los 0 y lo$ €entgrados, es decir
aumenta de volumen, de ah que la densidad del hielo sea menque la del agua
y por ello el hielo ote en el agua Iquida. El agua alcanza sudensidad naxima
a una temperatura de #C, que es de 1g/cm ([7]).

Su capacidad calor ca es superior a la de cualquier otro lquido o lido,
siendo su calor espec co de 1 callg, esto signi ca que una rasa de agua pue-
de absorber o desprender grandes cantidades de calor, exjpeentando apenas
cambios de temperatura, lo que tiene gran in uencia en el ctha. Sus calores
latentes de vaporizacon y de fuson son 540 y 80 cal/g respctivamente.

Notese que el agua es launica sustancia que a temperaturasormales puede
encontrarse en los tres estados de agregacon de la materislido, Iquido y
gaseoso.

PROPIEDADES QU  IMICAS

El agua es el compuesto qumico nmas familiar para nosotros el nas abun-
dante y el de mayor importancia para nuestra vida. Una raon desde el punto
de vista qumico, es que casi la totalidad de los procesos guicos se realizan
con sustancias disueltas en agua.

No posee propiedadesacidas ni kasicas, combina con cieas sales para formar
hidratos, reacciona con los oxidos de metales formando aidos y actia como
catalizador en muchas reacciones qumicas.

La mokcula de agua libre y aislada, formada por unatomo deoxgeno unido
a otros dos atomos de Hidiogeno es triangular. En estado gaeoso el angulo
formado por los enlaces (H-O-H) es de 104°5y la distancia de enlace O-H es de
0,96 A. Puede considerarse que el enlace en la mokcula es covate, con una
cierta participacon del enlace onico debido a la diferencia de electronegatividad
entre losatomos que la forman.

1.2. AGUA CON JAB ON

Una mezcla para hacer burbujas est constituida por mokailas de detergente
y de agua. Cada mokcula de jalon est formada de una sal malica y una larga
cadena de mokculasacidas y est ionizada en solucon.Por ejemplo, en el caso
del estereato de sodio, los iones de sodio tienen una cargasgiva y esan
dispersos a taves de la solucbn, los iones cargados netfeamente estn cerca
de la super cie.
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TENSI ON SUPERFICIAL

Resulta que la tensbn super cial del agua disminuye al mezlarla con de-
tergente. Esta propiedad es la que permite limpiar mejor la opa, porque al
disminuir la tenson super cial del agua,esta penetra mejor en las bras de las
telas y los qumicos que contienen esos detergentes actapara sacar la mugre
de ellas y as limpiar la ropa.

Adenas, dado que un extremo del detergente es hidroflicoy el otro hidrobbi-
co se forma una estructura de bi-capa que permite la formach de burbujas.

ey
4

Figura 1.2: Agua con jalon

Como sabemos, el agua est hecha de mokculas. Los polosugstos de estas
partculas microsmpicas se atraen unas con otras con fugas que dependen de
la distancia entre ellas. Cuanto mas cerca esen dos molkeulas sea mayor. La
fuerza de atraccon entre diferentes clases deatomos eddmada adheson y entre
atomos de la misma clase es llamada coheson.

Aunque las fuerzas de atraccon entre dos mokculas son @gremadamente
pequenas, la atraccon combinada de miles de millones de @Bculas contenidas
en una pequena porcon de materia es sorprendentemente @nde.

Las mokculas que componen un uido pueden estar en el inteor o en la
super cie; las que estin en el interior del Iquido experimentan fuerzas en todas
las direcciones debido a que estin rodeadas por otras matkilas y por lo tanto
su fuerza resultante es cero. En la super cie del Iquido, & mokculas lo
experimentan fuerzas debido a sus vecinas mas poximas yuerzas debidas a las
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mokculas del aire, como la densidad del aire es mucho menque la densidad del
uido en general, luego entonces podemos decir que las moklas en la super cie
estn atradas parcialmente hacia el interior del uido. Esta atraccon parcial

hacia el interior del uido hace que se forme una especie de mrana. A este
efecto se le llama tenson super cial y tiende a reducir elarea de la super cie.
Gracias a este feromeno, es que las gotas de agua y las burbsjson esgricas.

O

Figura 1.3: Tensbn super cial

Otro feromeno debido a la tenson super cial, es que los irsectos puedan
moverse en la super cie del agua sin hundirse ([2]) o que no $einda una aguja
o un clip (wease la gura (1.4).)

Tamben la capilaridad se debe a la tensbn super cial. Consiste lasicamente
en la elevacon de un uido a taves de tubos de pequenos dmetros, llamados
tubos capilares.

Antes de continuar con las burbujas revisemos un poco nmas &ca de la capi-
laridad. El agua sube por los tubos capilares debido a que laiérza de adheson
del vidrio con el agua es mayor que la fuerza de cohesbn en ajua. Como se
haba ya notado, la tenson super cial es una consecuenca de la coheson, la
cual evita que el agua vuelva descender. El agua seguia asediendo hasta que
la tenson super cial se equilibre con el peso del Iquido que suba por el tubo.

La altura a la que subia el agua en un tubo capilar se obtienecon la siguiente
ecuacon

2
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Figura 1.4: Aguja en la super cie del agua

Aqu  es la tensbn super cial, R es el radio de la seccon del tubo, es
la densidad del uido y g es la aceleracon debida a la gravedad. La tenson
super cial es la que regula parcialmente el ascenso de la savdentro de los
arboles.

1.3. LAS MATEM ATICAS DE LAS
BURBUJAS: SUPERFICIES M INIMAS

Pueden hacerse los experimentos de los captulos 2, 3y 4 &t de leer esta
seccon.

Una pelcula de jalon consiste en dos super cies separadapor una delgada
capa de uido, cuyo ancho puede variar de 5 10° Aa 50 A. En la pelcula cada
super cie est compuesta de iones de jalon separados por oeculas de agua.
El ancho de la pelcula decrece hasta alcanzar un tamano al de equilibrio.
Cada una de las super cies tiene una tenson super cial asciada.

En erminos matematicos la tenson super cial se de ne ¢ omo la fuerza de
contraccon a lo largo de una Inea de longitud unitaria, siendo perpendiculares
las direcciones de la fuerza y de la Inea y estando ambas e Isuper cie del
Iquido. Si F es lafuerza maxima y| es la longitud unitaria, la tenson super cial

, Se obtiene con
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Figura 1.6: Estrutura de bi-capa en agua con jalon

-
El factor dos se agrega debido al hecho ya mencionado de queslpelculas de
jalon estain formadas por dos capas.
Dentro de las burbujas hay aire a preson. Podemos relacioar la preson
interna de la burbuja con su radio y la tenson de la pelcula por medio de la
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ecuacion de Laplace-Young

P=_—
2R
La forma eskrica de las burbujas se debe a que siguen el pdipio de mnima
energa y la energa es proporcional a la super cie. Dado un volumen jo, la
gura geonetrica con menor super cie es la esfera.

1.3.1. LEYES DE PLATEAU

Antes de leer esta seccon se recomienda dar una revisbn imuciosa a las
fotografas, o mejor aun, que ya se hayan hecho algunos deok modelos que se
describen en captulos posteriores. Estoultimo es muy inportante porque de
esta manera se evita estar prejuiciado con los resultados guse obtienen.

Los resultados que a continuacon se muestran son experiniales, es decir
que surgieron de la observacon y descripcon de experimetos como los que se
pueden hacer con los modelos que se describen en este trabajo

El que describd estas tres leyes fue Joseph Plateau hace mo 100 anos y
encontio entre sus experimentos tres condiciones geoneicas que cumplen las
pelculas de jalon.

Para encontrar la primera basta tomar cualquier modelo de ceninos mnimos
y mirarlo por uno de los costados. Se observa que son pel@s las que forman
el recorrido entre los \ertices que se jaron en el modelo.

Ahora si vemos los \ertices formados por la pelcula de jabn, todos sin
excepcon alguna estan formados por tres Ineas.

Primera ley: \Tres super cies de jalon se intersectan a lo largo de una Inea.
Elangulo formado por los planos tangenciales a dos superies que se
intersectan, en cualquier punto a lo largo de la Inea de inerseccon de las
tres super cies, es de 129",

Segunda ley: \ Cuatro de las Ineas, todas formadas por la iterseccon de tres
super cies, se intersectan en un punto y elangulo formado jpr cada par
de ellas es de 1028".

Tercera ley: \Una pelcula de jalbn que puede moverse libemente sobre una
super cie la intersecta en unangulo de 90".

La Primera y Segunda ley se pueden observar en cualquiera desl modelos
de super cies mnimas. La Primera y Tercera ley se observarclaramente en los
modelos de caminos mnimos.

Cabe destacar que si encuentra que alguna de esta leyes no @ee cumplirse,
basta perturbar (pegar o soplar) al modelo para que caiga enualquiera de estas
situaciones. Eso se debe a que lo que esa mirando no es un garmnimo, es
decir estable, sino que nmas bien es meta estable y cualquigrerturbacon lleva
a un estado nas estable.
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1.3.2. ECUACI ON DE EULER-LAGRANGE

Si no quiere ver ecuaciones puede pasar a la seccon 1.4.

Las burbujas y pelculas de jatbn minimizanarea. La rama de las matenati-
cas que trata los problemas de minimizacon es el Galculo @ Variaciones. Mi-
nimizararea es equivalente a resolver una ecuacon difegncial parcial asociada,
la ecuacon de Euler-Lagrange.

Muchas veces resolver matematicamente un problema es muyiftil; los pro-
blemas en los que se quieren maximos o mnimos son irresoliles y algunas
veces hasta incomprensibles. Aun cuando ya se tiene entexdi el problema
y una ecuacon que lo modele, no siempre se sabe si tiene sofun; algunas
veces se pueden hacer aproximaciones 0 se encuentran salues particulares
para problemas muy espec cos. A veces existen solucionegue no se observan
fsicamente.

Las burbujas y pelculas de jalbn que se muestran en las fatgrafas o se
observan en los modelos son las super cies mnimas que se t@nen en cada
€aso y aungue no conozcamos ®MoO se resuelven matematicamie s conocemos
las soluciones porque las podemos ver y manipular.

Cada caso corresponde a minimizar la energa de la pelca de jalon. Lo
que los diferencia son las condiciones a los que esan sortkis, por ejemplo
si la pelcula de jalbn no hace contacto con nada se hace unaurbuja esérica
como las que todos hemos visto. Sin embargo la pelcula cand de forma si
entra en contacto con otra burbuja, parece un muneco de nievo si cae sobre
una super cie mojada se queda lo la mitad.

Lagrange formub una teora matematica para resolver los problemas de
mea@nica chsica (es decir, la que formub Newton) con la cual a partir de una
relacon entre la energa en reposo y la energa en moviméento de los objetos
podemos conocer la dirmamica de los cuerpos.

Para encontrar los mnimos en la energa de Lagrange y de heho en la
energa en general, se busca minimizar otra cosa que se llaria accon que es
algo as como la suma de las energas en cada punto. Encordr estos mnimos
es equivalente a resolver una ecuacon diferencial de la enga.

A esta ecuacon se le conoce como la ecuacon de Euler-Lagnge y vara mu-
cho dependiendo del tipo de problema; puede resultar muy seilla o totalmente
irresoluble.

Para las pelculas de jalon, la ecuacon de Euler-Lagrange es en general una
ecuacon diferencial parcial no lineal. Si la super cie e® dada por z = f (X;y)y
H es la curvatura media de la super cie, la condicon para terer una super cie

mnima es
1+fy2 AR il f ., it 1+f)? fyy

3 1
oI

donde los subndices denotan derivadas parciales, es deci

L et @t
X_@X xx—@-
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1.3.3. ECUACI ON DE YOUNG-LAPLACE

Para el caso de una burbuja de jalbn ya conocemos la relaab entre la
preson P en la burbuja y la tenson super cial ; para el caso de tener dos
burbujas unidas de tamanos diferentes, se puede calculaa Icurvatura de la
pelcula que se forma entre ellas. Pero adenas se puede cooer la preson que
existe sobre esta super cie.

1 1
— 4+ —
Ri R
Aqu R; Yy R; son los radios principales de curvatura sobre la super cieEntonces
para la curvatura media tenemos la siguiente relacon

P =

1 1 1
H= - —+ —
20 1R g m R2
Con esto podemos escribir ahora la ecuacon de Young-Lap&e en la forma
de la ecuacon de Euler-Lagrange.

RAMRE TS :

De esta manera adenmas podemos ver que la ecuacon de Yourigaplace no
lo describe el caso de las burbujas, sino que tamben sie para el caso de gotas
(ya sea que esen sobre una super cie 0 que provengan de un o), chorros de
agua por ejemplo y el feromeno de la capilaridad.

Obviamente esta ecuacon cambia si cambiamos la geomett y se puede
volver mas sencilla pero esto depende del problema al que scenfrentemos.

1.4. MEZCLAS ADECUADAS PARA LOS EX-
PERIMENTOS

Hasta ahora se ha estudiado la caracterizacon de la tensh super cial de
las mezclas de jalon y del agua; el siguiente paso es sabealas son las mezclas
que mejor funcionan para hacer burbujas.

La primera de la brmulas que cualquier persona conoce parhacer burbujas
es la de detergente diluido en agua; se puede usar tanto detgmte Iquido para
ropa como jalon para trastes. Se recomienda Vel Rosita o Daw amarillo.

Estas mezclas ®lo funcionan para hacer burbujas de tamanrelativamente
pequeno y de poca duracbn, pero sirven bien para las pelulas que se forman
en los modelos de los caminos y super cies mnimas.

El secreto para aumentar la duracon es agregarles una suahcia que reduzca
la evaporacon, que por lo regular es glicerina. As pues,a primera mezcla que
se propone es:

-1 taza de agua.
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-1 taza de glicerina.

-1 taza de Vel Rosita.

Utilizando esta mezcla obtenemos burbujas que duran bastde. La desven-
taja de usar esta brmula es que la glicerina debe ser pura pa que la mezcla
funcione bien.

Si queremos obtener burbujas de gran dametro la brmula autilizar es:

-2 tazas de agua

-1 taza de Vel Rosita.

-Media taza de agua con linaza.

El agua con linaza utilizada en este caso debe tener una comteacon de 3
cucharadas soperas diluidas en tres cuartos de litro de agué mezcla se pone
a hervir durante unos quince minutos y se mezcla con el Vel Rida cuando el
agua con linaza ese aun tibia.

Si las mezclas se dejan reposar durante veinticuatro horasiicionan mejor.
Los factores ambientales, tales como la humedad y la tempetara in uyen en
la duracon de las burbujas; a mayor humedad duran mas las lurbujas ya que
hay menos evaporacon.

1.5. FOTOGRAF IA

En realidad las fotografas que fueron tomadas para este #bajo se lograron
usando tipos de @amaras e iluminaciones distintas para busar el mejor resultado
posible para cada tipo de foto.

Por ejemplo, en las fotografas gua para la construccon de los modelos la
de nicon no es muy importante, sin embargo, en el caso de la burbujas es muy
importante no lo la de nicon sino adenas la calidad en color, ya que de esto
depende que se distingan las pelculas de jalon y gle tan istosos son los re ejos
que se forman sobre ellas.

Para tomar algunas fotografas, como en el caso de los cateides, se tomaron
videos con una amara handycam de 8mm con zoomoptico (es aér que no se
u el zoom digital que tienen este tipo de video@maras).e iluminacon blanca
(como la que producen los llamados focos ahorradores).

Una vez que ya se contaba con los videos, tomados a 24 cuadras gegundo,
se digitalizaron a videos con el tamano (en pxeles) de lagntalla de televison
(normal, no de alta de nicon) a 30 cuadros por segundo, y setomaron algunos
cuadros, que son las fotografas.

En otro caso se tomaron directamente fotografas con la luznatural o con
focos incandescentes y con una @amara fotoga ca digital Elunico cuidado que
se tuvo en este caso fue que tiempo de apertura del obturadaudra el nas corto
que la @amara permitiera tener.

Otra forma en la que se tomaron algunas imagenes consistten conectar
una video@mara directamente a un ordenador y en tiempo rehtomar algunos
cuadros.

Cabe mencionar que para todas las fotos se u® una iluminaci que estu-
viera en la parte posterior a la @amara, tratando de evitar sombras y re ejos
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que afectaran la visibilidad de las fotos. Se recomienda qusi desean tomar
algunas fotografas no se busquen cosas demasiado elabdes; en general las
cosas esponaneas resultan mejor.
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Captulo 2

UNA DIMENSI  ON:
CAMINOS M INIMOS

2.1. TECNICA EXPERIMENTAL

Un modelo sencillo para caminos mnimos consiste en colocaertices sobre
una botella, con lo que adenas se demuestra que los principé kasicos no de-
penden de la geometra. Para hacerlos, con una aguja, al leo trozo de alambre
caliente (esto facilita la perforacon) se agujera una botlla de phstico (de PET,
como las de refresco).

Cabe aclarar que la botella tiene que ser transparente o no s& a observar
nada, tiene que ser grande y previamente se le debieron cortambos extremos.

Una vez agujerada se hace pasar hilo a trawes de los agujerade tal manera
que pasen de un lado a otro de la botella, formando una serie deolumnas
paralelas que comienzan en un lado y terminan al otro (weaséa gura 2.1.)

Si el hilo esa muy cerca de las orillas, las pelculas se fonan entre la botella
y los hilos. A las trayectorias marcadas sobre la super cie € la botella se les
llama geodksicas. Para observar de mejor manera las geosizas se coloca un
solo hilo que atraviese la botella.

Un problema comun con este modelo sucede cuando se forma laelgula de
jalon en el hilo hacia ambos lados, esto va a alterar la supetie por lo que es
recomendable romper uno de los lados. Adenas se puede formana pelcula de
jalon dentro de la botella, que la cubra totalmente pero lo tiene que romperse.

Ahora se va a describir la elaboracon del prototipo que dighamos para
visualizar caminos mnimos en el plano. Se presenta el pr@so de fabricacon
de un hexagono regular.

Cabe aclarar que el procedimiento no es tan &cil como el deak super -
cies y que hasta cierto punto puede ser peligroso debido a quse trabaja con
fuego por lo que no recomendamos estos modelos para ninosyMmequenos ni
piromaniacos.

17
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Figura 2.1: Modelo para observar geodesicas

Se puede empezar por los experimentos nas sencillos de lasptulos 3 y 4.
Los materiales a usar se enumeran en la siguiente lista:

1. Cajas de CD, es muy importante que las tapas o al menos unaaetrans-
parentes, que no tengan hoyos o rebabas, que no sean opacase 0
tengan residuos pegados o incrustados y sobre que no esentas ni es-
trelladas sobre las caras. (Se puede usar cualquier otro tzo de acrlico
delgado de aproximadamente 10cm por 10cm.)

2. Hilo; puede usarse cualquier hilo grueso como por ejemphilo de canamo
o hilo de nylon para pesca.

3. Remaches. Esto es opcional ya que es con estos con los quéesda es-
tabilidad al sistema, aunque tamben pueden ser substitudos por alguna
otra cosa por ejemplo trozos de goma.

Tenemos que recordar que en este caso lo que nos interesa estmay caminos
mnimos, por lo que se piensa en dibujar guras planas, entoces para escoger
la cantidad de \ertices y la disposicon de estos, debemosener claro que entre
mas \ertices mas agujeros se tienen que hacer y es nas trhajo.

Por otro lado, debemos de utilizar la mayorarea posible sobke las tapas y
no amontonarlos en un solo lugar, esto nos facilitaa el trdbajo, adenas de que
los feromenos son mas notorios y que se eliminan los efecdade frontera.

Para este caso, como ya se haba mencionado anteriormenteg escogo la
elaboracon de un hexagono regular. Ahora bien, lo primer que se tiene que ha-
cer es separar las tapas de las caja de CD. Esto puede variar ocho dependiendo
del tipo de caja en este caso explicamos como separar las caj@s comunes.
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Figura 2.2: Caja de CD

Primero se quita la tapa superior; esto se hace ©lo abrieralla caja y jalando
las patas que la unen a la caja, luego se le quitan los papelesejtenga (si es
que trae), esto no debe tener ningun problema.

Desples a la parte de abajo, se le tiene que quitar la base delisco, para
hacerlo tenemos que girarla hacia el lado que tiene el margele la tapa superior
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y con ayuda de una una, desarmador 0 navaja, separar una deslasquinas
introducendolo y girando, para que se bote la unon.

Esto se hace en la otra esquina y se jala con cuidado para boté base del
disco, (esta ultima se puede desechar), lo siguiente es colr las tapas contra-
puestas, es decir, juntar las caras externas como si se dieréa espalda.

Es necesario que una vez as las tapas ya no se muevan una resfo a la
otra; para ello podemos usar pinzas para colgar ropa. Si es eesario con mucho
cuidado se puede romper algunos de los bordes laterales teatdo de no romper
las caras de las tapas.

Una vez jo vamos a marcar con un plunon los \ertices sobre wna de las
caras, la cual va a ser la base del modelo (de preferencia ada que este nas
maltratada o sea de color).

Otra manera de marcarlos es hacer los puntos sobre un papel plocar el
papel entre las dos tapas. Esutil en el caso de los polgorn® regulares o si se
quiere tener nas control sobre la disposicon de los punta.

Lo siguiente es perforar las tapas. El tamano de la perfor@an debe ser
aproximadamente igual al grosor del hilo. Se recomienda qupara agujerar se
usen, objetos con distintos dametros progresivamente danenor a mayor, esto
facilitara la perforacon y evitaa que se rompan las tapas.

Ahora bien para perforar, con mucho cuidado se calienta unaguja direc-
tamente sobre una ama un par de minutos; si el tiempo de caletamiento es
muy corto puede suceder que la aguja se quede atorada, y al memto de querer
sacarla rompamos las tapas, por eso es recomendable usar giges o unas pinzas
y dejar que la aguja se caliente lo su ciente.

Con la aguja caliente se perforan las tapas justo donde se nwaron los
\ertices, esto se logra olo recargando la aguja sobre ea$ y se repite con todos
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los \ertices. Una vez que ya se perforaron todos se cambia &guja por algo de un
dametro nas grande (un clip desdoblado por ejemplo), y seperfora nuevamente
sobre los hoyos. Esto se repite hasta que se tenga el tamaneseéado.

Tamben se puede utilizar un taladro.

Cabe aclarar que se tienen que perforar ambas tapas, es deque se debe
de atravesar de un lado a otro cuando se perfore. Cuando los @jgros esen
listos, con un remache caliente, sobre la base se perforarslasquinas, pero no
se deben de atravesar las dos tapas, una tapa debe de quedarfpeada y la
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otra ©lo quedar marcada. Estoultimo es optativo y sirve para marcar el lugar
donde ian los remaches.

Figura 2.3: Remache en la tapa

Ya hecho lo anterior lo siguiente es separar las tapas; que cm ya se haban
dado cuenta quedaron pegadas, esto se tiene que realizar cowucho cuidado,
porque de lo contrario se pueden romper. Para separarlasl@mtenemos que jalar-
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las muy despacio en direcciones opuestas, si se hace bien eozaa a \crujir";
esto signi ca que se estin despegando.

Cabe senalar que no importa si se estrellan, siempre y cuameho se rompan.
Ya separadas se deben de eliminar todas las rebabas que le dee a los hoyos,
esto se logra ras@ndolas con un exacto.

Finalmente si se accedo al uso, los remaches se incrustaotzre la base de
tal manera que la parte larga quede del lado de la super cie gel nos interesa.
Para hacerlo se calienta por un corto tiempo la parte \gorda'tlel remache y se
introduce sobre los hoyos en las esquinas (marcados antemoente), una vez
adentro se mete en agua para enfriarlo y as el remache quedp sobre la tapa.

Figura 2.4: Remache en la tapa

Si se cae no importa, se puede pegar con algun pegamento sidesea. Si no,
se le pueden quitar los remaches, esto sirve para guardar em unenor espacio
los modelos, cuando se quieran volver a usar solo se colocarexmamente.

Para nalizar, cuando los remaches estn colocados en su ¢ar, sobre ellos
se pone la otra tapa, en la misma posicon con la que se perfgrbuscando que
las marcas coincidan con las cabezas de los remaches.

Se hace pasar el hilo de manera que atraviese por las dos tapasto por
los agujeros que esan sobre la misma vertical. Un solo hil@s necesario y para
amarrar se hace un nudo en un extremo y se jala del otro, buscdo que quede
lo mas tenso que sea posible. Se hace un nudo y con esto se témael modelo.

Si se pre ere no usar los remaches una vez separadas las tapaglimina-
das las rebabas, se hace pasar el hilo pero al momento de tense colocan
los substitutos del remache en las esquinas (en nuestro cafigeron gomas), o
simplemente, no se tensa y se deja hilo para que se puedan sepauna pulgada



24 UNA DIMENSI ON: CAMINOS M INIMOS

Figura 2.5: Remache

Figura 2.6: Colocacon del hilo

las tapas. Si se deja menos hilo es posible que los efectos dmtera sean muy
notorios y no se forme lo esperado.

Si se forman pelculas entre los \ertices y los remachesdo se tienen que
romper.
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Figura 2.7: Modelo terminado

Si se desea un modelo mas rme se pueden usar tornillos en vede hilo y
jarlos con dos tuercas en cada cara.

Al sumergir los modelos terminados en agua con jatobn obseevcuidadosa-
mente si se cumplen las leyes de Plateau.
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Captulo 3

DOS DIMENSIONES:
CUMULOS PLANOS

3.1. TECNICA EXPERIMENTAL

La forma nmas sencilla de observar aimulos planos es hacer othas burbujas
sobre un acetato mojado. Lo que se ve sobre el acetato es unnaulo plano. Por
ejemplo, si se pone una burbuja sobre un acetato, la curva quee dibuja eneste
es un crculo. Este es el equivalente bidimensional de la ésra.

Si se ponen dos burbujas se observa la gura 3.1.

Figura 3.1: Burbuja doble en el plano
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Observe bien la curva que separa las dos burbujas. >Por quesurva como
lo hace?

Agregue mas burbujas y observe ®mo se comportan. En partiular observe
que se cumplen las Leyes de Plateau.

Figura 3.2: Burbujas sobre el agua

Si se quieren hacer burbujas del mismo tamano se puede utidir una jeringa
-sin aguja- (primero se jala elembolo y luego se toca la sokbn de jalon con
la punta). Tambien se puede utilizar una \pera'"para bete.

Es interesante observar lo que sucede al llenar con burbujagcipientes de
distintas formas, por ejemplo el redondo de la gura (3.3) o & eskrico de la
gura (3.4).

Figura 3.3: Burbujas en un traste redondo
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Figura 3.4:

3.2. PANALES DE ABEJAS

Cuando hay muchas burbujas juntas del mismo tamano el proleima que tiene
que resolver es: ®mo subdividir el plano enareas igualeson permetro mnimo.
Si las abejas fueran bidimensionales tendran que resolveeste mismo problema
al construir sus panales. La solucon que han encontrado el siguiente:

Figura 3.5: Panal de abejas

En el plano los hexagonos proporcionan la con guraconoptima. Esto fue
demostrado apenas en el ano 2000 por Hales ([3]).
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Captulo 4

TRES DIMENSIONES:
PEL ICULAS EN EL
ESPACIO

En este captulo estudiaremos super cies mnimas en el epacio.

4.1. UNA BURBUJA, MUCHAS BURBUJAS

Una burbuja sola es siempre eskrica. En el captulo 1 se \a la raon.

Figura 4.1: Una burbuja
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>Y si hay varias burbujas unidas? Para observar gue sucedeneeste caso se
puede usar un aro multiple o coladera grande.

Figura 4.2: Gumulo de burbujas

Esto entre otras cosas sirve para observar los \ertices y Rlneas que los
unen, ya que estos son los que se busca reproducir con los miodeque se
describen posteriormente.

Observe que se cumplen las leyes de Plateau.

4.2. FABRICACI ON DE MODELOS

La muestra mas sencilla de las super cies mnimas despus de las burbujas
(formadas por soplarle al aro que ha sido sumergido en agua rcgalon) y
que se puede dejar esttico, es formar el catenoide vertitaente con pelculas,
es decir, la forma que toma el jalon cuando se introduce un ar (entre mas
redondo mejor) al jalon y se lo retira despacio horizontalrente, si el aro es lo
su cientemente grande, a simple vista se observa que se foarun \barrilito"de
jalon, que comienza en el agua y termina en el aro.

Esto es mas espectacular si se toman dos aros (no necesariante del mismo
tamano y forma) se juntan y se meten al jalon, al sacarlos spuede o no, romper
la pelcula formada dentro de cada aro (esto es importante prque pasan cosas
diferentes en cada caso).

Cuando se separan con cuidado, se forma nuevamente el barilon cintuon
si no se rompo la pelcula dentro del aro y sin cintuon en el caso contrario)
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gue comienza a deformarse en cuanto se muevan los aros. Taemse pueden
usar mas aros si as se desea pero se necesitan una mayor tidad de manos
para jugar con ellos.

Las siguientes cuatro fotografas muestran lo que sucedeon un catenoide
cuando se incrementa la separacon entre los aros. Despsede la ruptura la
pelcula se divide en dos discos.

Figura 4.3: Catenoide

Figura 4.4: Catenoide mas delgado

El siguiente caso y por mucho el mas creativo y espectacularconsiste en
formar curvas cerradas usando un trozo de cable o alambre. Eésultado es mas
interesante si la curva no est contenida en un plano.
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Figura 4.5: Catenoide. Justo antes de la ruptura

Figura 4.6: Desptes de la ruptura. Hay dos discos sobre losras y una burbuijita
inexplicable

Existen otros modelos sencillos de realizar y que son muy iaitivos; para
estos se recomienda ver las fotografas y jugar con los matiales disponibles. Por
ejemplo con hilo y alambre o popotes, se pueden hacer superas deformables,
super cies con hoyos, etc.

Ahora bien, si se piensa en modelos nas complicados, o mejalicho, en
disenos en que los principios kasicos sean mas claros y saga un mayor control,
entonces se encuentra con que los prismas regulares y lodidos plabnicos son
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Figura 4.7: Modelo de alambre
Figura 4.8: Desde otroangulo

Figura 4.9: Otro modelo de alambre Figura 4.10: Desde otroangulo

Figura 4.11: Nudo de alambre
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una excelente opcon.

Esto se debe, por una parte a que son los lidos nmas sena@b y por otra, a
que las super cies formadas muestran claramente la formami de losangulos y
la unon entre pelculas.

Y si no son muy rgidos o muy bien elaborados, podemos deforar la geo-
metra ficilmente y demostrar que las Leyes de Plateau no é¢ependen deesta, o
encontrar algunos problemas de frontera que tamben son irportantes de men-
cionar.

4.3. MODELOS CON POPOTES

Para la elaboracon de estos prototipos se necesitan losgiiientes materiales:

1. Popotes para cak; es importante que sean popotes para £a no popotes
convencionales porque son nmas duros y no se deforman, estg anpor-
tante porque con estos se forman las aristas, el problema cdos popotes
convencionales es que se rompen y se doblan con mucha faglidy si no
son rmes pues sencillamente la gura se deshace.

2. Hilo; casi cualquier hilo funciona pero se recomienda hilgrueso (por ejem-
plo de nylon para pesca o de @aRamo) porque entre nas grueses el hilo
mas estable queda la gura y mas resistente es; cabe aclamraque es muy
imporartante que el hilo pueda pasar sin problema dentro depopote varias
veces.

3. Plasti-loka o un equivalente; esto es opcional, es decisi se necesita o
quiere que los modelos sean rgidos y no se muevan o duren nhatiempo
es recomendable usarla, pero si se quiere que los modelos sbldn se
deformen o se puedan desarmar es mejor no.

Lo primero que se hace es escoger una gura, en este caso seogecel
tetraedro. Una vez con la gura elegida se junta el rumero depopotes que se
necesite, es decir, el rumero de aristas que la gura tengaen este caso seis.

Ahora bien cabe aclarar que sila gura tiene muchas caras o cas muy gran-
des, es mejor recortar los popotes ya que si la gura es muy gnale se necesita
de mucho jalon y una tarja lo bastante grande para que queparas guras. Para
cortar los popotes se recomienda usar un \cutter'sobre una aése rgida aunque
con unas tijeras se puede tambéen; en este caso tampoco secesib cortar los
popotes.

Para formar la gura, se hace pasar el hilo por un popote, lueg por otro,
luego por otro y as sucesivamente buscando que los popotdermen las caras
de la gura (en este caso son trangulos), esto se ve nas cla en la siguiente
gura:

Para esto existen dos ecnicas:

La primera consiste en formar una cara y cortar el hilo e ir fomando caras
sobre ella e ir cortando el hilo, esto es muy bueno si la guraiene muchas caras,
las caras tienen muchos lados o se tienen varios tipos de cara
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Figura 4.12: Fabricacon del modelo usando popotes para day usando un solo
hilo

La otra tcnica es no cortar el hilo y formar con uno solo todss las caras, esto
no es fcil y pero s muy divertido, sobre todo si se tiene mwcha imaginacon.

En ambos casos es muy recomendable que en los \ertices, togmpote
esk unido, por lo menos con un hilo, con todos los derras poptes en el \ertice,
es decir que no quede alguin popote o0jo o volando.
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Figura 4.13: Figura con popotes hecha sin cortar el hilo

Cabe mencionar que es muy importante que las caras y los modsl en
general esen muy bien apretados, es decir, que los hilos &3 muy justos y los
nudos bien amarrados; esto es porque, entre mejor apretadate la gura es
mas estable, no se deforma tanto y es nmas fcil pegar.

Figura 4.14: Hilos muy ojos
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Figura 4.15: Hilos bien apretados

Figura 4.16: Modelo terminado con plasti-loka

En estos momentos el modelo debe de estar ya terminado y se pmleejugar
conel tranquilamente; claro que si se tienen muchas carassée proceso puede
ser muy largo, pero no es complicado. Ahora bien, lo siguieatconsiste en pegar
el modelo; como ya se dijo esto es opcional.

Primero hay que asegurarse de que el modelo ya este bien amado y que
los nudos no sean muy grandes.

Tamben hay que cortar todos los hilos que sobren a excepon de uno, el
cual servia para sostener la gura.
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Debe tenerse en cuenta que la plasti-loka tarda mucho tiempen secarse por
lo que, si el modelo tiene muchas caras, se recomienda in amwglobo dentro de
el, de tal manera que ajuste el tamano del globo al volumen € la gura; esto
sirve para dejarla ja y facilita el colgarla.

Para pegar lounico que debe hacerse es cortar pequenas a$ de Plasti-
loka y pegarlas por la parte exterior en las esquinas, teniefo cuidado en no
manchar por dentro de los \ertices ya que esto podra arrunar el trabajo. Una
vez seco, se pincha el globo (si se u).

4.4. EL PROBLEMA DE KELVIN

Si se quiere llenar un plano con guras geonetricas igualesle permetro
mnimo, la respuesta es que estas guras debean ser hexgonos. Los hexagonos
no lo minimizan el area, si no que adenas, los angulos qie forman entre
s respetan las leyes de Plateau.

En tres dimensiones no es obvio clal estructura ordenada tedra la minma
energia (mnimaarea). El problema de Kelvin consiste en lo siguiente: se tiene
un volumen V y se desea llenar con guras de volumen igual de tal forma
que la super cie total S sea mnima. >Qe gura(s) debe(n) usarse?, es decir,
>qle arreglo de celdas de igual volumen llenando un espacitenen super cie
mnima? Para que el arreglo sea estable es necesario que samplan las leyes
de Plateu.

Como se puede ver, el problema de Kelvin es un problema variemal, un
problema de minimizacon y las ecnicas matenaticas que hasta ahora se cono-
cen no le han dado una solucon analtica. Es decir, es un poblema abierto.

Lord Kelvin conjetun en 1887 que la solucon tena que ser un octaedro
truncado llamado tetrakaidecahedro.

Muchos anos despies, en 1993, Weaire y Phelan encontraratra particon,
usando dos tipos de celdas de igual volumen, que mejora la pgeon de Kelvin.

Pero el problema sigue abierto.

El problema de Kelvin se puede visualizar usando burbujas dgalon. Si
tomamos una botella grande de phstico y la llenamos de burbjas puede ana-
lizarse la con guracon que adquieren. Las celdas cumplendas leyes de Plateau
pero no puede concluirse mucho nas.

Para llenar de burbujas una botella es necesario hacer una geena perfora-
con en el fondo deesta y luego sumergir la boca de la botedl en un traste que
contenga agua con jalon y soplar con un popote exible que taga un extremo
dentro de la botella (\eanse las guras (4.17), (4.18), (419).)

Observe cuidadosamente losangulos y los tipos de poliedsoque se forman
en el interior de la botella.

Pueden encontrarse mas detalles en la literatura sobre egpnas, por ejemplo

(8.
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Figura 4.17:

Figura 4.18:
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Figura 4.19:

Figura 4.20: Botella con burbujas



AP ENDICE:
Experiencia en el CCH

Una vez que se tuvieron los prototipos de las super cies y losaminos mni-
mos, se quera ver si los estudiantes de nivel medio superidiacia los que va
dirigido este trabajo los podan construir, es decir si lospodan fabricar ellos
mismos con ciertas intrucciones como las que se han menciata para esto
se realio una prueba con los pvenes del Colegio de Ciera$s y Humanidades
plantel rumero 3 Azcapotzalco. El grupo fue el del profesorJos Luis Rangel
Lozada, que constaba de 25 estudiantes. El tiempo que duosta pactica fue
seis horas, de las cuales dos horas se les dio un poco de &®grlas otras cuatro
se dedicaron a hacer las guras.

Para llevar a cabo el objetivo, se formaron 5 equipos y cada unde estos
eligdo un lido geonetrico, que poda ser un cubo, una piemide de base trian-
gular, una piamide de base cuadrada, un prisma de base triagular y un prisma
de base hexagonal; adenas tambén eligieron una gura geoetrica plana, que
poda ser un trangulo, un cuadrado, un hexagono, un pentagono. Los prime-
ros prototipos que armaron fueron los de super cies mnima, o sea los lidos
geonetricos, con el hilo y los popotes para cak; en este se tuvieron varios
problemas, ya que cuando se les indi@ que por los popotesdigran pasar el hilo
para formar la gura y que al mismo tiempo utilizaran la mni ma cantidad de
hilo, hubo estudiantes quienes por ejemplo, pasaron el hilpor los popotes, pero
sin formar su gura, es decir pasaron el hilo sobre todos los gpotes de forma
continua sin hacer quiebres en las esquinas; un equipo no emdo que los lados
de su gura tenan que estar constituidos por un solo popote e intenb hacer
los lados con dos popotes de longitud, lo cual no fue una buendea, ya que la
gura que se obtiene es muy inestable y demasiado grande pamgue se pueda
introducir en una mezcla para hacer burbujas; por otra partetamben se tuvo
que tener cuidado de no colocar demasiada plasti-loka en la&squinas para que
no se tuvieran problemas en las fronteras.

As pues se deben tener en cuenta las siguientes considerages:

-El hilo tiene que pasar por todos los popotes, pero no imposa el rumero
de veces que pase por alguno de ellos.

-La mayor estabilidad se obtiene al tener lo un popote coro arista.

Hay que mencionar que no vieron ningun prototipo armado anes de empe-

43



44 BURBUJAS EN EL ESPACIO

zar, as pues, hubiera sido mas prudente mostrarles un préotipo antes de que
comenzaran a armar los suyos.

Una vez que todos los equipos terminaron sus prototipos, lasetimos en una
mezcla de agua con shampoo Caprice y se obtuvieron las geomset mostradas
en las siguientes guras. \kanse adenas las pelculas aexas.

Figura 4.21: Helicoide

DespLes se dedicaron a hacer guras para observar caminos mmos. Antes
gque nada se les advirtdo que no se queran piromaniacos y gel tuvieran mucho
cuidado con el fuego que se utiliza para perforar las cajas ded. Se tuvieron
los siguientes problemas: los estudiantes se quemaron carslremaches, porque
los tenan que calentar para perforar las cajas de cd, alguos quebraron las
tapas cuando las estaban perforando, o cuando estaban retindo los residuos
de phstico desples de haberlas perforado.

Desptes de que terminaron de fabricar sus modelos, los metion en la solu-
con, y observaron las guras que se formaban para cada caso

Lo que sigud desples de sus aventuras con burbujas, fue veque haban
entendido y que no, adenas de que era deseable conocer susinios de vista
acerca de los modelos, as que se les dio un pequefo cuestoo.

La primera pregunta hacia los estudiantes fue si se divirtieon o no con los
modelos, la respuesta en todos los casos fue que si, inclusabb respuestas
que aseguraban que esta actividad fue mas divertida que lalase normal de
fsica. Esto nos puede mostrar que la ciencia se puede aprac nmas de forma
experimental, ya que los estudiantes interactian con los éromenos de forma
directa, adenas de que se divierten.

La siguiente pregunta fue acerca de clal de los modelos lesigb nas, aqu las
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Figura 4.22: Prisma triangular

Figura 4.23: Prisma triangular

respuestas ya no fueron tan homogeneas como en la preguntatrior, ya que a
algunos les gustaron nmas los modelos de super cies mnims, a otros los de los
de caminos mnimos.

La siguiente pregunta fue si los modelos eran sencillos de ¢er 0 no; esta
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Figura 4.24: Prisma hexagonal

Figura 4.25: Prisma hexagonal

es la pregunta importante, ya que como dijimos nuestro propsito era el de ver
gwe tanto se les dicultaba construir los modelos. La resplesta fue que eran
sencillos, aunque hubo personas que nos hicieron notar quete mas aristas

tuviera el olido, o nmas lados la gura geonetrica plana | a construccon se vuelve
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Figura 4.26: Burbuja en formacon

un poco nmas complicada, entonces es recomendable que se ternierta habili-
dad en construir lidos y polgonos de pocos lados antes @ intentar construir
guras de muchos lados. Sin embargo a los estudiantes del Gagdio de Ciencias
y Humanidades se les hizo fcil en general.

La siguiente pregunta era acerca de cuales de los modelos ss hizo nas
difcil construir, dos terceras partes del grupo constest que el de los caminos
mnimos, mientras que la otra tercera parte contesb que los prototipos de las su-
per cies mnimas, de donde se puede ver que se les di culbrras la construccon
de su gura plana; el gran problema aqu fue la perforacon de las cajas.

La siguiente pregunta fue que nos dieran algunas sugerensigara mejorar
la forma de construccon de los prototipos; en este caso lasespuestas fueron:

-Reducir las dimensiones de las guras.

-Pasar nas hilo por los popotes para el caso de las super ceemnimas.

-Utilizar tapas nas resistentes, para que no se rompan cuato se perforan,
pero que no fueran tan difciles de perforar.

-Cambiar el modo de perforacon, sin utilizar fuego.

-Utilizar popotes con dametros mas grandes.

-Hacer un video sobre la construccion para poder mostrar ano se fabrican
los modelos.

Entonces se puede observar que los estudiantes de nivel mediuperior s son
capaces de construir los modelos, con ciertas indicaciones

Con base en el cuestionario nos pudimos percatar de que a la ymaa de los
estudiantes no les gustan las ciencias. Esto basado en nuestltimo conjunto
de preguntas:
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a)>Te agradan las ciencias, las matenaticas y la tecnolog?

La respuesta a esta pregunta pregunta fue a rmativa para 19 prsonas, mien-
tras que lo 2 dijeron que no.

b)Si te dijera que la ciencia es as, >Consideraras estui@dr una carrera cien-
ti ca?

Aqu 8 personas dijeron que si, 8 que tal vez y 5 que no.

¢)>QLe carrera piensas estudiar?

3 personas desean estudiar alguna ingeniera, 5 licenciata en area de cien-
cias sociales, 4 en elarea nedico-biobgicas, 1 en arte personas que no saben
aun gle van a estudiar y olo tres personas que piensan estdiar alguna carrera
cient ca.
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